
Le déϐi à la carte : Déterminer les valeurs exactes des aires des Pique Cœur Carreau Trèϐle. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Correction : Pour le Pique : 

      Soient 𝐼, 𝐽, 𝐾 et 𝐿 les milieux respectifs de [𝐴𝐵], [𝐷𝐶], [𝐵𝐶] et [𝐴𝐷].  

        Alors d’après le théorème de Pythagore dans les  

        triangles 𝐴𝐷𝐽 et 𝐼𝐵𝐶 rectangles en 𝐷 et 𝐵 : 

       

⎩
⎨

⎧𝐴𝐽 = ඥ𝐴𝐷ଶ + 𝐷𝐽ଶ = ට1 +
ଵ

ସ
=

√ହ

ଶ

𝐼𝐶 = √𝐼𝐵ଶ + 𝐵𝐶ଶ = ට
ଵ

ସ
+ 1 =

√ହ

ଶ

, et 𝐴𝐼 = 𝐽𝐶 =
ଵ

ଶ
. Le  

       quadrilatère 𝐴𝐼𝐶𝐽 est un parallélogramme. Donc ses segments 

       diagonaux [𝐼𝐽] et [𝐴𝐶] se coupent en leur milieu, que l’on appelle 

       E. De même on prouve que [𝐿𝐾] et [𝐴𝐶] se coupent en leur 

       milieu 𝐸. 

       Dès lors, nous avons : 
஺ா

஺஼
=

஺௅

஺஽
=

஺ூ

஺஻
=

ଵ

ଶ
. D’après la réciproque du  

       théorème de Thalès deux fois dans les triangles AEL et ACD et 

       les triangles AIE et ABC, on a (LE)//(DC) et (IE)//(BC). Et 

       donc ϐinalement (IJ)//(AD)//(BC) et (LK)//(AB)//(DC). Et 

       alors (IJ)⊥ (𝐿𝐾) (en E). 

       Le théorème de Pythagore dans les triangles rectangles 𝐴𝐼𝐿 et 

       𝐼𝐵𝐾 rectangles en 𝐴 et 𝐵 : 

⎩
⎨

⎧ 𝐼𝐿 = √𝐴𝐼ଶ + 𝐴𝐿ଶ = ට
ଵ

ସ
+

ଵ

ସ
=

√ଶ

ଶ

𝐼𝐾 = √𝐼𝐵ଶ + 𝐵𝐾ଶ = ට
ଵ

ସ
+

ଵ

ସ
=

√ଶ

ଶ

. 

Et nous avons 𝐸𝐻 =
ଶ

଼
=

ଵ

ସ
. Le théorème de Pythagore dans les triangles 𝐴𝐸𝐻 et 𝐻𝐸𝐾 rectangles en 𝐸 : 

𝐿𝐻 = 𝐾𝐻 = ඨ൬
1

2
൰

ଶ

+ ൬
1

4
൰

ଶ

= ඨ
1

4
+

1

16
=

√5

4
. 

Les aires des demi-cercles de diamètres respectifs [𝐿𝐻] et [𝐻𝐾] sont égales à : 

π ×

ቆ
1
2

×
√5
4

ቇ

ଶ

2
=

5π

128
. 

Les aires des triangles isométriques 𝐼𝐸𝐿 et 𝐼𝐸𝐾 valent : 

1
2

×
1
2

2
=

1

8
. 

Enϐin 𝐻 est équidistant de 𝐾 et 𝐿 donc appartient à la médiatrice de [𝐿𝐾]. Or cette médiatrice est 𝐼𝐽. Donc 𝐻 appartient à 

[𝐼𝐽], et alors : 

𝐻𝐽 = 𝐼𝐽 − 𝐼𝐻 = 1 − ൬
1

2
+

1

4
൰ =

1

4
. 

L’aire du triangle vaut :  

𝐻𝐽 × 𝑀𝑁

2
=

1
4

×
1
4

2
=

1

32
. 

Les aires des triangles isométriques 𝐿𝐸𝐻 et 𝐾𝐸𝐻 rectangles en E valent : 

1
2

×
1
4

2
=

1

16
. 

Finalement : 

𝒜௉௜௤௨௘ = 2 ×
5π

128
+ 2 ×

1

8
+ 2 ×

1

16
+

1

32
=

5π

64
+

8

32
+

4

32
+

1

32
=

5π

64
+

13

32
=

5π + 26

64
. 



Pour le Cœur : soient cette fois 𝐸, 𝐹, 𝐺 et 𝐻 et 𝐼 les points donnés 

de la ϐigure. Et soit J le projeté orthogonal de H sur (AD), et K celui 

de H sur (BC). Et soient L le projeté orthogonal de H sur (AB). 

Alors d’après la ϐigure 𝐴𝐿 =
ଵ

ଶ
, et 𝐽𝐻 =

ଵ

଼
= 𝐻𝐾. 

Soit enϐin M le milieu de [DC]. À nouveau, par la même 

argumentation que pour le Pique, (LM) est la médiatrice de [AB] 

et [DC], et 𝐿𝑀 = 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 = 1.  

De plus une application du théorème de Pythagore dans ALH et 

HLB rectangle en B montre que :  

𝐴𝐻 = ඥ𝐿𝐻ଶ + 𝐴𝐿ଶ = ඨ𝐿𝐻ଶ +
1

4
= ඥ𝐿𝐻ଶ + 𝐿𝐵ଶ = 𝐻𝐵. 

(Autre argument, les triangles 𝐴𝐿𝐻 et 𝐻𝐿𝐵 sont isométriques car 

൝
𝐿𝐻 = 𝐿𝐻 = 0.125

𝐴𝐿 = 𝐿𝐵 = 0.5
𝐻𝐿𝐴෣ = 𝐻𝐿𝐵෣ = 90°

, donc 𝐴𝐻 = 𝐻𝐵) 

𝐻 est alors équidistant de 𝐴 et 𝐵, donc appartient à la médiatrice 

de [𝐴𝐵], qui est (𝐿𝑀), ainsi les points 𝐿, 𝐻 et 𝑀 sont alignés. 

De même les triangles 𝐻𝐽𝐺 et 𝐻𝐾𝐼 rectangles respectivement en 𝐽 et 𝐾 sont isométriques, le théorème de Pythagore dans 

l’un d’eux nous donne : 

𝐺𝐻 = 𝐻𝐼 = ඨ൬
1

2
൰

ଶ

+ ൬
1

4
൰

ଶ

= ඨ
1

4
+

1

16
= ඨ

5

16
=

√5

4
, 

qui est un diamètre des demi-cercles de diamètre [𝐺𝐻] et [𝐻𝐼], qui ont pour aire tous les deux : 

𝒜ௗ௘௠௜ିௗ௜௦௤௨ =

π × ቆ
√5

4 × 2
ቇ

ଶ

2
=

5π

128
. 

D’autre part, les triangles 𝐺𝑀𝐷 et 𝐼𝑀𝐶 rectangles respectivement en 𝐷 et 𝐶 étant isométriques, nous avons que 𝐺𝑀 = 𝑀𝐼. 

Et aussi : les triangles 𝐺𝐴𝐿 et 𝐼𝐿𝐵 rectangles respectivement en 𝐴 et 𝐵 étant isométriques, nous avons que 𝐺𝐿 = 𝐿𝐼. Les 

points 𝐿 et 𝑀 sont équidistants des poins 𝐺 et 𝐼. Alors (𝐿𝑀) est aussi la médiatrice du segment [𝐺𝐼], donc (𝐿𝑀) est 

perpendiculaire à [𝐺𝐼], et par conséquent (𝐺𝐼)//(𝐴𝐵). 

Le quadrilatère 𝐴𝐵𝐼𝐺 a alors trois angles droits, c’est un rectangle, et alors ϐinalement les cotés opposés 𝐴𝐵 et 𝐺𝐼 sont 

égaux.  

Le point d’intersection 𝑁 de [𝐺𝐼] et (𝐿𝑀), par déϐinition de la médiatrice est le milieu de [𝐺𝐼]. Et donc 𝐺𝑁 = 𝑁𝐼 =
ଵ

ଶ
. Et 

(𝐿𝑀) et (𝐺𝐼) sont perpendiculaires en 𝑁. Le quadrilatère 𝐺𝑁𝑀𝐷 a trois angles droits, c’est un rectangle donc :  

𝑁𝑀 = 𝐺𝐷 = 1 −
3

8
=

5

8
. 

De même le quadrilatère 𝐺𝐽𝐻𝑁 a trois angles droits, c’est un rectangle et donc 𝐻𝑁 = 𝐺𝐽 =
ଶ

଼
=

ଵ

ସ
. 

Finalement : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝒜ீூெ =
𝐺𝐼 × 𝑀𝑁

2
=

1 ×
5
8

2
=

5

16
.

𝒜ீூு =
𝐺𝐼 × 𝐻𝑁

2
=

1 ×
1
4

2
=

1

8
.

 

Et : 

𝒜𝒞ℴℯ𝓊𝓇 = 2 ×
5π

128
+

5

16
+

1

8
=

5π

64
+

7

16
=

5π + 28

64
. 



 Pour le Carreau : 

Lors du Pique, nous avions prouvé que IJ=KL=1 et que (𝐼𝐽) ⊥ (𝐾𝐿). 

Le point d’intersection était noté E. 

Dès lors, les 4 quadrilatères AIEK, BIEL, KEJD et LEJC ont chacun trois 

angles droits et deux cotés consécutifs égaux, ce sont des carrés de 

coté 
ଵ

ଶ
. Ils ont tous pour aire : 𝒜𝒞𝒶𝓇𝓇é = ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ

=
ଵ

ସ
. 

Considérant un quart de cercle de rayon 
ଵ

ଶ
, un tel quart de cercle a 

pour aire : 

𝒜𝒬𝓊𝒶𝓇𝓉 𝒹ℯ 𝒸ℯ𝓇𝒸ℓℯ =
π × ቀ

1
2

ቁ
ଶ

4
=

π

16
. 

Ainsi : 

𝒜𝒞𝒶𝓇𝓇ℯ𝒶𝓊 = 4൫𝒜𝒞𝒶𝓇𝓇é − 𝒜𝒬𝓊𝒶𝓇𝓉 𝒹ℯ 𝒸ℯ𝓇𝒸ℓℯ൯ = 4 × ൬
1

4
−

π

16
൰

= 4 ×
4 − π

16
=

4 − π

4
. 

 

Pour le trèϐle, on procède comme ci-dessus, l’aire de la tige du trèϐle 

vaut : 

𝒜𝒯𝒾ℊℯ = 2 × ൬
1

4
−

π

16
൰ = 2 ×

4 − π

16
=

4 − π

8
. 

Et donc : 

𝒜𝒯𝓇è𝒻ℓℯ = π ൬
1

6
൰

ଶ

+ 2 × π ൬
1

4
൰

ଶ

+
4 − π

8
 

=
π

36
+

π

8
+

4 − π

8
=

π

36
+

4

8
 

=
π

36
+

1

2
=

π + 18

36
. 

 

Remarque : Revenons sur la preuve du fait que (𝐼𝐽)//(𝐴𝐷) et que 𝐼𝐽 = 1 en observant par exemple les ϐigures des Piques, 

Carreau ou Trèϐle. 

 Un autre argument se trouve avec les vecteurs : 

Nous avons 𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ =
ଵ

ଶ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ =

ଵ

ଶ
𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = DJሬሬሬሬ⃗ . Donc : 𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ = 𝐷𝐽ሬሬሬሬ⃗ . 

Le théorème du parallélogramme dit alors que 𝐴𝐼𝐽𝐷 est un parallélogramme, et donc que ses cotés opposés sont parallèles 

et égaux. D’où  le résultat qui devient plus immédiat. 

Mais pour l’élève de seconde n’ayant pas vu encore le chapitre des vecteurs...Il fallait procéder comme nous avions fait avec 

le Pique. 

 Voici une troisième démonstration sans vecteur, que nous avons croisée lors du Coeur, les triangles 𝐴𝐼𝐷 et 

𝐼𝐵𝐶 respectivement rectangles en 𝐴 et en 𝐵 sont isométriques, donc 𝐼𝐷 = 𝐼𝐶 (Le théorème de Pythagore le 

prouverait aussi). Et 𝐽 est le milieu de [𝐶𝐷], donc 𝐶𝐽 = 𝐽𝐷. En sorte que les points 𝐼 et 𝐽 sont équidistants de 𝐷 et 

𝐶, (𝐼𝐽) est donc la médiatrice de [𝐷𝐶]. 

Le quadrilatère 𝐴𝐼𝐽𝐷 a alors trois angles droits, c’est un rectangle, donc les cotés opposés sont paralèles et de 

même longueur, on obtient aisément : (𝐼𝐽)//(𝐴𝐷) et 𝐼𝐽 = 𝐴𝐷 = 1. 


